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18.

19.

Etwas reelle Analysis und Funktionalanalysis zum Warmlaufen

(a) Sei (gn) eine beliebige Folge in [0,1], und sei f(z) := |z|~/2. Man zeige, daB g, gegeben
durch g(z) := Y77, 27" f(z—gy) eine Lebesgue-integrierbare Funktion ist und gebe Zahlen
0 <a<ban, soda a< fol g(z)dx < b ist. Wie konnte man (g,) wéhlen, damit g auf
keinem Intervall beschrinkt ist?

(b) Skizzieren Sie die im Skript gegebenen Gegenbeispiele zum Lemma von Fatou.

(c) Man zeige, daB die Folge (f,) in C°[—1, 1], gegeben durch f,(z) := z'/?*1)  beziiglich der
L'-Norm eine Cauchy-Folge ist. Ferne zeige man, da8 sie in L'[—1,1] gegen die Signum-
Funktion konvergiert.

(d) In L? (p > 1) konvergiere f, — f schwach, ferner f, — g fii. Man zeige, da§ f = g fii.
Dabei diirfen alle im Schema “Vergleich der Konvergenzbegriffe” ohne Beweis gegebenen
Implikationen verwendet werden.

— BESPRECHUNG (A,B,C) AM M1., 14.6.; (D) AB 16.6.

Aufler Konkurrenz, in erster Linie rein mathematisch interessant
Dieses Beispiel hat nichts mit Variationsrechnung zu tun, sondern erfiillt allein den Zweck, zu
illustrieren, dal beim Vergleich unterschiedlicher Konvergenzbegriffe sehr wohl ein und dieselbe
Folge beziiglich unterschiedlicher Konvergenzbegriffe verschiedene Grenzwerte haben kann, dafl
also Teil (d) der vorigen Aufgabe eine ernstzunehmende Frage beantwortet.

Fiir z € Qist |z| der iibliche Betrag; daneben sei z = £p{ - -- p* (o; € Z) die Primzahlzerlegung
von z. Fiir irgendeine vorgegebene Primzahl p sei |z|, := p~®, der Kehrwert des p-Anteils der
Primfaktorzerlegung von z. Ferner ist 0|, := 0. Beispiele: [12/17]o = |2231177 1|y = 272 = 1/4;
|—5/7]s = 1; |1/24]5 = 8.

dp(z,y) := |z — y|p ist eine Metrik auf Q.

Wenn |n;/m; —In3/In2| < 1/m§ fir Folgen nj, m; — oo (und es gibt Folgen mit dieser Eigen-
schaft!), dann gilt fiir ¢; := 2" /3™ ¢, — 1 im Sinne von | - |, aber ¢; — 0 im Sinne von |- 5.
— BESPRECHUNG FUR INTERESSENTEN IN MEINER SPRECHSTUNDE

b.w.



20. Unterhalbstetigkeit der Norm bzgl. schwacher Konvergenz

(a) Man zeige, daB in L*(Q — R) durch (f,g) := [, fg ein Skalarprodunkt definiert ist.

(b) Man zeige, daB fiir f, — f gilt: iminf || f,||z2 > || f|lz2. (Hinweis: Ein Zweizeiler beginnend
mit (fn = f, fn = f))-
(c) Man zeige fn, = f Allfallze = || fllz2 = fn — f (L?-Konvergenz).

— BESPRECHUNG AB Mi1., 14.6.2000

21. Schwach differenzierbar, aber unstetig
Q C R? sei die Kreisscheibe vom Radius § um 0. Man zeige, daf die Funktion f(z) := ln‘ln |m|‘
in W12(Q) liegt, obwohl sie eine Singularitiit bei 0 hat.
Man konstruiere daraus eine W12(Q)-Funktion, die auf keiner offenen Teilmenge von 2 be-

schriankt ist. (Hinweis: Aufg. 18)
— BESPRECHUNG AB FRr., 16.6.2000

22. Schwache Konvergenz und Nichtlinearitéit beiflen sich

(a) Man zeige: Falls fiir f,, f € L[0,2x] gilt: [|f,]z> beschrinkt und [°f, — [7f fiir alle
Intervalle [a, b] C [0,27], dann konvergiert f, schwach gegen f, dh. dann gilt f: fno — fab fo
fiir alle ¢ € L?[0, 27].

(b) Man folgere fiir eine T-periodische Funktion g € C°(R): Die Folge (g,) C L?[0,27], gegeben
durch g, (z) := g(nx) konvergiert schwach gegen (g), die konstante Funktion, deren Wert
der Mittelwert {(g) := T! fOT g(z) dz ist.

(c) Sei fn(x) := 2+ sinnz. Dann konvergieren schwach in L2[0, 2x]:

fo—=f=2, 1/fn—\gzl/\/§, aber g #1/f.

— BESPRECHUNG AB FR., 16.6.2000




